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1.= INTRODUCCION

En 1933, el matemati - . 4y . ey o
° = © MAteMatico THso Probabilidad axiomatica. En la definicion axiomatica de la probabilidad no se

establece la forma explicita de calcular las probabilidades sino Gnicamente se
Kolmogorov (1903-1987) proponen las reglas que el calculo de probabilidades debe satisfacer.
propone ciertos axiomas que

Andrey Nikolaevich

a la postre resultaron
adecuados para la
construccion de la teorfa de Axiomas de la probabilidad
la probabilidad.

o Esta teoria prevalece hoy en

La probabilidad de cualquier evento
1. P(A) > 0. aleatorio AeC2 es un real finito no negativo.

La probabilidad de ocurrencia de los sucesos
2. P(Q) 1. elementales Q es 1
3. P(A U B) — P(A) = P(B), La probabilidad de la unidn

de sucesos disjuntos es la

cuando AN B =@ suma de sus respectivas
: probabilidades

dia y ha adquirido el
calificativo de teoria clasica.
Su importancia es la utilidad

para resolver problemas

puramente matematicos,
pero principalmente, para A. N. Kolmogorov
modelar situaciones donde el

azar es relevante.



Life I1s just a long random walk



CONJUNTOS

UNION DE CONJUNTOS. Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal. La
union de A y B, expresada por A U B, es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o
pertenecen a B.

AuUuB={x|xeAox e B}

INTERSECCION DE CONJUNTOS. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera del conjunto
universal. La interseccion de A y B, expresada por A " B, es el conjunto de todos los elementos que
pertenecen a A y a B simultdneamente, es decir:

ANnB={x|xeAyx eB}

DIFERENCIA DE CONJUNTOS O COMPLEMENTO RELATIVO. Sean A y B dos conjuntos
cualesquiera del conjunto universal. La diferencia o complemento relativo de B con respecto a A, es
el conjunto de los elementos que pertenecen a A, pero no pertenecen a B.

A-B={x|xe A x ¢ B}
Nota: A-B#B-A

COMPLEMENTO ABSOLUTO O SIMPLEMENTE COMPLEMENTO. Sea A un subconjunto
cualesquiera del conjunto universal. El complemento de A es el conjunto de elementos que
perteneciendo al universo y no pertenecen al conjunto A, denotado por A’ o A°.

A'={x|xel, x¢gA}
Nota: A’=U - A



AUB AnB A-B

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS
IGUALDAD DE CONJUNTOS

Considerando el conjunto Ay el conjunto B, si ambos tienen los mismos elementos, es decir, si cada elemento que
pertenece a A también pertenece a By si cada elemento que pertenece a B pertenece también a A.

A=B
SUBCONJUNTO
Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice que A es un

subconjunto de B. Esto se representa mediante: Ac B



LEYES DE CONJUNTOS

DE IDEMPOTENCIA DE INVOLUCION

AUA=A AN A=A (A’ =A

ASOCIATIVA DE COMPLEMENTO

AuB) UC=AUuUBUC) AUuA'=U AN A=

(AnB) nC=ANn(BNOC U= &=U
CONMUTATIVA D’MORGAN

AUB=BUA AnNnB=BnA AuB)’=A"NnP ANnBY=A"UB’
DISTRIBUTIVA

AUUBNO)=(AuB) (AU
ANn(BuO)=AnBUANO
DE IDENTIDAD

Au U=1U AnNnU=A
Au D = A AND=0



Propiedad distributva ANBUC)=ANBUMANC)

(@) Shaded region: BU C

b)AN((BUC)
C C
c)ANB @) ANC




o Un experimento es el proceso por medio del cual se hacen observaciones

o El espacio muestra asociado con un experimento es el conjunto formado por todos los posibles
puntos muestrales. Un espacio muestral o conjunto universo se denota por S.

o Cuando se realiza un experimento, se puede obtener uno o mas resultados que se llaman
eventos. Un evento en un espacio de puntos muestrales, es decir, es un subconjunto de S

Sea un experimento lanzar un dado honesto para anotar el numero de la

cara resultante, con S={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Eventos de interés podrian ser

a) Que caiga 1
b) Que el numero sea impar

Sea un experimento para determinar el conjunto de personas que esperan en el

andén de una estacion del metro. Algunos eventos de interés podrian ser:

a) Que haya exactamente 240 personas.
b) Que haya mas de 200 personas.
c) El numero de personas que esperan sea de entre 240y 780.



Algunas propiedades de la probabilidad

a) P(A°) =1 — P(A).
b) P(0) = 0.

c) S1 AC B, entonces P(A) < P(B).

d) Si A C B, entonces P(B — A) = P(B) — P(A).

e) 0< P(A) < 1.

f) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

g) P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) P[

h) P(A-B)= P(A) - P(A " B)

—P(BNnC)+ P(AnBNC).

A

P(A) ~ P(ANB)

F

A

k=1



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES:

* Llamados tambien disjuntos o ajenos. / \
e Para dos eventos A y B, la ocurrencia de uno excluye la & %
ocurrencia del otro. / \

* No tienen elementos en comun: AN B=J.

Ejemplo1: Scan A v B eventos ajenos tales que P(B) = 0.3 v P(A N B°) = 0.2.
Compruebe que P(A U B) = 0.5. .
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EVENTOS INDEPENDIENTES:

 Cuando la ocurrencia o no ocurrencia de un evento no afecta la ocurrencia del otro
evento.

 Los eventos Ay B son independientes si P(A N B)=P(A) P(B)

 Los eventos A, B, Cson independientes si se cumplen:
o P(AnBMNC)=P(A)P(B) P(C),
o {A, B} son independientes, asi como {A, C}y {B, C}.

Ejemp 2.- En una caja hay 5 libros de Arte, 3 de Quimica y 4 Comics. Aleatoriamente se
extrae un libro, se anota su tipo y se regresa a la caja.
Al considerar independencia en la seleccion de libros,

écual es la probabilidad de que al extraer 3 libros en forma consecutiva los 3 sean Comics?



EVENTOS DEPENDIENTES:
Si los eventos Ay B estan relacionados de tal modo que la ocurrencia de B depende de Ia
ocurrencia de A. Regla del producto

o P(A N B)=P(A B)=P(B/A)P(A), y

o P(B n A)=P(B, A)=P(A/B)P(B)

Ejemp 3.- En una caja hay 5 libros de Arte, 3 de Quimicay 4 Comics.
Si se extraen al azar 2 libros en forma consecutiva y sin reemplazo.

Sin considerar independencia,
¢ Cual es la probabilidad de que ambos sean Comics?



Ejemplo 4:

En la fabricacidn de circuitos integrados resultan algunos defectos:
* el 5% de la produccion no lleva impreso el logotipo a color,

el 7% tiene incompleto el logotipo,

* el 2% tiene ambos defectos.

Considera los eventos: A= {circuito con defecto de color}, y B= {circuito con logotipo incompleto}.
Si se elije un circuito al azar, Cual es |la probabilidad de que

a) Tenga al menos uno de los defectos

b) Tenga solo el defecto A

c) Tenga solo uno de entre los dos defectos

d) No tenga defectos



INDEPENDENCIA 'Y EXCLUSIVIDAD
Ejemplo 6:

Sean los nodos A, B, Cy D de una red de comunicaciones, con las lineas de enlace L1, L2, L3 y L4.

 La probabilidad de disponibilidad de cada enlace es p(L)=p.
* Para enviar un mensaje de A a D se dispone de dos posibles trayectorias, T1Y T2.

» Considera independencia en la disponibilidad de cada enlace.
« Hay independencia entre T1y T2.

o9
L2

L3

L4

¢ Cual es la probabilidad de que |a red esté disponible para enviar un mensaje en un
instante dado? P(A—> D)="?

14



BAYES

Silos eventos A1, A2, A3, ...., An, definen a un conjunto universo S; y si estos eventos A, son mutuamente
excluyentes ( su union es S). Sea B otro evento, tal que:

/ Z
Q /\
R

B=S"B=(A; U AU A3 ..UA,) B
P(B)=P(A; nB) + P(A2nB) + P(A3nB) + ... + P(Aa " B)

Luego por la regla de multiplicacion:

P(B) = P(A;) P(B/A;) + P(A;) P(B/A;) + P(A3) P(B/Aj) ... P(A,) P(B/A,)

Sit Ay, Az, A3, ..., Ay es una particion de S, y B es cualquier evento. Entonces para cualquier i,

P(A;)P(B/A;)
P(A;)P(B/A;) + P(A,)P(B/A,) + ..+ P(A,)P(B/ A,)

P(Ai B) -

Es decir:
P(A;) P(B/A;)

P(A; =
S P(A;)P(B/A;)

15



PROBABILIDAD TOTAL

Si los sucesos Ay, Ao, ..., A,, constituyen un particién del €2, tal que P(A;) > 0, Vi, tendre-

mos que cualquier suceso B podra particionarse de la forma, B = UL, B M A; y tratandose de
una unién disjunta podremos escribir

P(B) = Z P(BN A;) = Z P(B|A;)P(A;).
i=1 =1

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

Ejemplo 7:
Una gran poblacion se divide entre quienes son alumnos (A) y quienes no lo

son (A ). Sean las probabilidades conjuntas:

m Con gripa (G) | Sin gripa( G)

Alumno (A) 0.5 0.2
No alumno (A) 0.1 0.2
Determina:
a) P(ANG)

b) P(A) y P(G)
c) ¢Son Ay G eventos independientes?

16



Bayes

P(AimB): P(A N B)
P(B) Y P(A;NB)

_ P(B| A)P(A) _ P(B| A)P(A)

P(Ai[B) =

P(B) Y (A, NB)

]




Ejemp 8.- Desarrola las siguientes expresiones

a) P(BNA)=?

b) P(CBNA)=?

c) PDNCNBNA)=?
d) P[(AUC)|B]=?



Ejemp 8.- Se tienen dos cajas que contienen smartphones en la proporcidn siguiente

Y e

Iphone 3 5
Samsung 2 10
Total 5 15

Se arroja una moneda.

o Sise obtiene aguila se extrae aleatoriamente un teléfono de la caja A;
o Sise obtiene sol se extrae un teléfono de la caja B.

Dado que
o Rindica el evento “extraer un Iphone”
o Ay Bindican los eventos escoger caja Ay caja B,
respectivamente.
Determina la probabilidad de extraer un I[phone en los siguientes
Casos:
a) Caso de una moneda honesta;
) Cuando P(aguila)=0.2 y P(sol)=0.8;
c) Al emplear una moneda honesta, i Cudl es la probabilidad
de seleccionar la caja A dado que se ha extraido un
teléfono R?

O
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Ejemplo 9:
En una gran poblacion con igual distribucién de mujeres y hombres,
* El 4% de los hombres tiene astigmatismo (la probabilidad de padecer
astigmatismo es de 0.04 en los hombres)
* El 1% de la mujeres tiene astigmatismo (la probabilidad de padecer astigmatismo
es de 0.01 en las mujeres)
Sean los eventos
M={mujer),
H={hombre}, y
D={la persona padece de astigmatismo}.
Si una persona es elegida aleatoriamente, determina
a) La probabilidad de que padezca astigmatismo, dado que se ha escogido a una
mujer.
b) P(H) y P(M)
c) La probabilidad de que padezca astigmatismo



BAYES
Ejemp 10.-
La probabilidad de que un alumno estudie para un examen es de 0.2.

Dado que el alumno ha estudiado la probabilidad de que apruebe es de 0.8, y si no estudia la probabilidad de que
apruebe es de 0.5.

Sean los eventos

E={El alumno ha estudiado),

E={El alumno no ha estudia},

A={Aprobar el examen}.

Determina

a)PANE)

b) La probabilidad de que el alumno apruebe el examen

¢) Dado que el alumno aprobd el examen, ; Cual es la probabilidad de que haya estudiado?

21



Ejemplo 11: Probabilidad condicional y conjunta

En un aeropuerto, la probabilidad

 De que un avion de linea econdmica despegue a tiempo es de 0.83,
« De quellegue a tiempo es de 0.82,y

 De que despegue y que ademas llegue a tiempo es de 0.78.
Sean los eventos

D= {despegar a tiempo}

A= {llegar a tiempo}

Determina la probabilidad de que el avion:

a) Llegue a tiempo, dado que despegd a tiempo.

b) Haya despegado a tiempo, dado que llegd a tiempo



Ejemplo 13.-

En una ciudad que tiene igual numero de personas que trabajan en sectores de administracion, comercio, salud y
servicio municipal, se encontrdé que son mujeres el 35 % de los administrativos, el 25 % de los comerciantes, el 20
% del servicio de salud y el

Sean los eventos:

A={Administrativo}, B={Comercio}
C={Salud}, D={Servicio municipal}
M= {Muijer}, M= {Hombre}
Determina
a) P(A), P(B), P(C)y P(D)
b) PM|A), P(M|B)
c) Laprobabilidad de que una persona escogida aleatoriamente sea mujer
d) La probabilidad que una mujer escogida al azar, sea administrativa
)

D

La probabilidad que una persona escogida aleatoriamente, sea hombre

23



2.- VARIABLE ALEATORIA

Sea la variable aleatoria X, se define a la funcion de distribucion de probabilidad como P(X< x)= F(x),
para — oc< X < oc, siendo F(X) una funcion monotona no decreciente.

Toda funcion de distribucion F(x) satisface las siguientes propiedades:
a) 0 < F(x) <1.

b) lim F(x)=1.

r—00

¢c) lim F(x)=0.

Ir——00

d) Si z1 < 29, entonces F(x1) < F(x2).

e) Si w1 < g, entonces P(r1 < X < x9) = F(xg) — F(21).

24



f(y)
Para calcular P(Y<y)= F(y):

g dF(y)
F(y) = t) dt —
() f o == m\
Yo y
Propiedades de una funcion de densidad
I. f(y) =0paratoda y, —o0o <y <00
2. [2L.fdy=1.
Probabilidad en un rango:
f)

Pla<Y <b)=P(Y <b)— P(Y <a)

b
= F(b) — F(a) :f Jf(y)dy

b
P(aSYSb)Zf J(y) dy

T~ 0 a p b

25



Ejemp 20.-Dada la funcién de densidad continua f(y) determina el
valor de ¢ para el cual f(y) es una funcion de densidad valida.

F(00)= f ' fly)dy =1

[a-3]-()
= C:l’, y = — = — Ic

() -}

cy’, 0 <y <2
0, caso contrario

26



VALOR ESPERADO, MEDIA O ESPERANZA
El valor esperado se usa como una medida de agrupamiento o de tendencial central de una distribucion de
probabilidad de una v.a.

Sea X una v.a con funcién de probabilidad o funcion de densidad f(x). Sea g(X) una funcién de

la v.a X . El valor esperado de X . simbolizado por F(X) es:

( Z hix) - f(x) si X es una v.a discreta
Elg(X)] =14 7

00
/ hix)- f(x)dx si X es una v.a confinua
L %

(B

27



MOMENTOS

Respecto al origen

Respecto a la media

E(X-n) — ¢

E[(X —p)"] =

9

28



1) Sig(X) = X . entonces se esta calculando la esperanza de lav.a X

' Z z- J(z) si X es una v.a discreta
/ x- f(xr)dx si X es una v.a continua
E(X)=upu

2) Sig(z) = (X — p)* . entonces E[g(x)] se llama varianza de la v.a X y se simboliza como o2

§

Z (X — p)?- f(z) si X es una v.a discreta
UzzE[g(X)]:< $+oc .

/ (X — p)* - f(z)dz si X esunav.a continua
\ —

o0

o = y/Var(X) se conoce como desviacion estandar.

o mide la dispersion de los valores de la v.a X con respecto a su media ()




Propiedades de la esperanza
Sea X una v.a, y ¢ una constante, entonces

02 = E(X — p)°
= E(X? - 2Xu + u?
) — E(2Xp) +E(/t )
) — 2uE(X) + p? pero E(X) = pu
) — 2B(X)E(X) + [E(X)?
) — [E(X))*

I | ||
SREORGRG!

(X2
(X2
(X?
(X2

Luego, Var(X) = o = E(X?) — [E(X)]?
Asi,

Z . f(z) — [Z X f(r)] ) si X es una v.a discreta
Var(X)={ * e

2

+00 +00
/ z? - f(zx) — [/ x - f(:r)] si X es una v.a continua
\ o0

oo
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Sean Xy Y dos variables aleatorias, y sea ¢ una constante. Entonces

31



Ejemp 21: Caso continuo
Sean dosv.a Xe Y, determina E[X +Y]

Ejemp. 22: Caso continuo

Sea la variable aleatoria continua X con funcién de densidad f(x)= 2x, para 0< x <1. Determina
a) laesperanzade X.
b) Var[X]

b) Var(X) = / | (z — BE(X))? f(x)dx

1
= /(.1-—2/3)22.;-(/.;-
J0

1
— / (22® — 8a* /3 + 8x/9) dx
Jo

4 e 2 1
(27 /2 — 8x” /9 + 4a /9)|“
= 1/18.

32



Ejemplo 23: Caso variable discreta

Se lanza una moneda tres veces, si las tres veces aparece Aguila o las tres veces aparece Sol, un jugador gana S5, pero
si no es asi pierde $3. Sea X lav.a. que denota la ganancia del jugador.

éCual es el valor esperado de este juego?

S={AAA, AAS, ASA, ASS, SAA, SAS, SSA, SSS}

p(x) 2/8 6/8 E(X)= Exkpx (%) X: discrete
k

o -5(2) +(3) - -

33



Ejemplo 24: Caso discreto
En una agencia de teléfonos celulares, tres modelos de teléfonos suelen ser vendidos en nimero de 20, 21y

22, diariamente, con probabilidades de seleccion de 0.3, 0.5y 0.2, respectivamente.
Sea X la v.a. que representa las ventas diarias de los modelos de teléfonos, de los datos anteriores se tiene la

siguiente tabla:

X 20 21 22
p(x) 0.3 0.5 0.2

En un dia cualquiera y respecto a la cantidad de teléfonos

vendidos:

a) ¢Cudl es la media?

b) ¢Cudl es la varianza? a) E(X)=2xkpx(xk)
p

E(X) = (20)(0, 3) + (21)(0,5) + (22)(0, 2)
E(X) = 20,9

b) Var(X) = E(X?) — [E()()]z

E(X?) = (400)(0.3) + (441)(0.5) + (484)(0.2)
E(X?) = 437.3

Var(X) = 437,3 — 436, 81
Var(X) = 0.49

34



Ejemplo 25: Caso continuo
Sea X unav.a.con media 5 yvarianza9 . Paralava. Y = % (X —5), determina:

a) El valor esperado
b) La varianza de Y

b)
Var(c X) = ¢ Var(X)
Var(X + ¢) = Var(X)

35



Ejemplo 26:
Sea X una v.a con la funcion de densidad:
X 2
f(X): ?,—1<X<2
0, Caso contrario
Determina:
a) E[X]
b) X[ g(X) ], siendo g(X)= 4X+3

a) E(X):/- L b)
e
.
E(X)= - 2X'
3 2 |,
15
E(X)= 1

36



3.= FUnciones de densicaal

FUNCION UNIFORME DISCRETA

S1 la variable aleatoria X asume valores de Xj, X3, ..., Xk con iguales probabilidades, entonces la
distribucion uniforme es:

k
' 2
, 1 (xj — )
T(X,k) = E GE — 1=1
k
P(x) A La distribucioin de probabilidad del lanzamiento de un dado es.

S=1{1.2,3.4.5,6)

> 1
X1 X3 Xk Px=12..6)= E
1+2+3+4+5+6
K = =35
2% 6
o = iz
k 1-35)% +(2-35)% +...+(6-3.6)°
52 ( )"+ ( () ( )" 501
D

37



FUNCION UNIFORME CONTINUA

X~U[a, b]

si x € (a,b),

0 otro caso.

E[X]= (a+b)/2

Var[X]= (b-a)?/12

0 six < a,
Flx)=< (x—a)/(b—a) sia<z<b,
1 six > b.

38



FUNCION DE DENSIDAD UNIFORME CONTINUA
Ejemplo 30: Una linea de autobuses, al concluir un estudio, considera que su consumo mensual de

combustible se expresa mediante una funcion de densidad uniforme:

1
f (x) =< 40000’
0, Caso contrario
Donde x es la v.a. que representa el consumo de combustible. Determina:
a)El valor esperado del consumo mensual.

b)La varianza del consumo mensual.
c) La probabilidad de consumir un maximo de 40,000 litros.
)

d) La probabilidad de que el consumo esté en el rango de 20,000 y 30,000 litros.

10000 < x <50000

0 50.000 1
i x])— -J; ] (x)dx— 10__!:00 X 40,000 dx
1 > 50,000 0
=25 ooo[\ i| :8 [so 000> —10,000° ]_ —= -[5%-1° ]——24—30 000
= 10,000
i x - 50,000 - 1
E[A ]::E,\ f(.\‘)d\‘:lo£m_\ 40‘0000’_\
1 3 50.000 lO'
"
:40_000[?10“ == +| 50.000% —10.000° ]_17 e =3 -1 ]— _T -10°
— -2 = 2 31 4
Var[X]|=E| X? |-(E[X]) = 5 -10“—9~10“:§-108
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DISTRIBUCION NORMAL O GAUSSIANA

X ~N(m, o?) ’
L —@mw?/20°
X~N(m,c?): f(x)= e H
V 2mo?
V.a. X con distribucion normalizada o estandar:
1 _3:2/2 e
X~N@©,1): f(z)= e
V2T
b 92
Para calcular el rea de la funcion de densidad normal / o )20 dy
correspondiente a P(a < Y < b) se debe evaluar la integral: a O\ 21T

Esta integral no tiene forma cerrada de solucion, en consecuencia, su evaluacion requiere el uso de técnicas de
integracion numéricas o de aproximacion por tablas.

Sea X una variable aleatoria con distribucion normal con parametros y y 2. Entonces la variable aleatoria Z tiene
distribucion normalizada o estandar:

X — i fﬂj 1 9
7 — , tal i) — P(Z < — —_ w2 g
- alque ®(x) ( T) . Qﬂe U

41



Ejemplo 31:
En una universidad las edades de los profesores es una v.a. X, que se distribuye normalmente con media de 50
afios y desviacion estandar de 5 anos.

)¢ Cual es la probabilidad que un profesor escogido aleatoriamente no sea mayor de 45 aios?
)¢ Qué porcentaje de los profesores tiene entre 50 y 52,5 anos?

)¢ Cual es la probabilidad que un profesor tenga entre 41 y 58 afos?

) EI 20 % de los profesores tienen una edad inferior a x afios, ;Cual es esa edad?



) = = < : = x (.00 0.01 0.02 0.03 0.04 .05 0.06 0.07 0.08 0.09
B L E I o C umul atlve Dl S trl bUt —0.4 | 0.3446 0.3409 03372 03336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
f h S d d N —0.3 | 0.3821 (.3783 03745 03707 03669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
o1 the tandar OTTY 0204207 04168 0.4129 04090 04052 04013 03974 03936 03897 0.3859
° . . —0.1 | 0.4602 0.4562 0.4522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 0.4247
D 1S trlbu t10nNn —0.0 | 0.5000 0.4960 0.4920 04880 0.4840 0.4801 04761 0.4721 0.4681 0.4641
0.0 | 0.5000 05040 0.5080 05120 05160 0.5199 0.5239 053279 0.5319 0.5339
0.1 | 0.53308 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.53714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 05987 0.6026 06064 06103 0.6141
B(x) 03| 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 06700 06736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 Q7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0 0.6 | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 07673 07704 0.7734 07764 0.7794 0.7823 0.7852
X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.8 | 0.7881 0.7210 0.7939 0.7967 07995 08023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
—3.4 | 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 09 | 0.8159 (.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
—3.3 | 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
—3.2 | 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
—3.1 | 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 1.1 | 0.8643 0.80665 0.8686 08708 0.8729 0.8749 0.8770 08790 0.8810 0.8830
—3.0 | 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
—2.9 | 0.0019 0.0018 0.0017 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 1.3 109032 0.9019 09066 09082 09099 09115 09131 0.9147 05162 0.9177
—2.8 | 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 1.4 109192 0.9207 09222 09236 09251 09265 0.9278 09292 09306 0.9319
:ZZ 888:; 8883;‘ 888:; 888}5 888:; 88828 88833 8832: 8833; 88832 1.5 | 09332 09345 09357 09370 0.9382 09394 09406 0.9418 09429 0.9441
—2.5| 00062 0.0060 00059 00057 00055 0.0054 0.0052 00051 0.0049 0.0048 1.6 109452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 09505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9610 0.9625 0.9633
—2.4 | 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0061 1.8 | 0.9641 0.9649 09656 09664 09671 09678 09686 0.9693 09699 0.9706
—2.3 | 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 19l09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0.9767
—2210.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
—2.1]0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 20| 0.9772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 0.9808 09812 0.9817
—2.0 ] 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 2.1 109821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 0.9850 0.9854 0.9857
—1.9 | 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 2.2 (0.9861 0.98064 09868 0.9871 09875 09878 09881 0.9884 0.9887 0.9890
—1.8 | 0.0359 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9%904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
—1.7 | 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 2.4 1 0.9918 0.9920 09922 0.9925 09927 09929 (0.9931 09932 (.9934 0.9936
—1.6 | 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
—1.5 | 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 2.5 ] 09938 0.9940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 0.9951 g-ggz
2.6 1 09953 0.9955 0.9956 0.9957 (0.9959 09960 09961 0.9962 0.9963 .
—1.4 | 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0722 0.0708 0.0694 0.0681
—1.3 | 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 27109965 0.9966 0.9967 09968 0.9969 0.9970 09971 0.9972 0.9973 0.9974
—12]0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 2.8 10.9974 09975 0.9976 09977 0.9977 0.9978 09979 0.9979 0.9980 0.9981
—1.1 | 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 2.9 0.9981 09982 09982 0.9983 0.9984 0.9984 09985 09985 0.9986 0.9986
—1.0| 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 30| 09987 09987 09987 009988 09988 00989 09989 0.9989 0.9990 ©0.9990
—0.9 | 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 09992 0.9992 (0.9992 0.9992 0.9993 0.9593
e . e e i e 3.2 109993 09993 09994 0.9994 0.9994 09994 09994 0.9995 0.9995 0.9995
—06 | 02743 02709 02676 0.2643 02611 02578 0.2546 02514 0.2483 0.2451 3.3 109995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 09%%‘5 0.9597
—0.5 | 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 02912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 3.4 [ 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09997 09997 0.9997 0.9998




Ejemplo 32:

En un pais, la matricula de alumnos de escuelas primarias es una v.a. X con distribucion Gaussiana, con
parametros m =500y desviacion estandar o= 100. ; Cual es la probabilidad de que el numero de alumnos
inscritos en una escuela elegida al azar sea?

a) entre 500 y 650. a) fix]
b) entre 450 y 600.
¢) Maximo de 500.
=
500 650 |
4 3 3 4 0 1 2 3 a
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Analisis Combinacional

* En muchos casos, el nUmero de observaciones o puntos de muestra en un espacio de muestreo no es muy
grande, por lo que la enumeracion directa o el recuento de los puntos de muestra necesarios para obtener

probabilidades no es dificil.
* Sin embargo, surgen problemas cuando el recuento directo es practico. En tales casos se utiliza el analisis

combinatorio, el cual es una forma sofisticada de contar.

Tree Diagrams
If one thing can be accomplished in n, different ways, and after this a second thing can be accomplished in

n, different ways, . .and finally a kth thing can be accomplished in n, different ways, then all k things can
be accomplished in the specified order in (n,) (n,) ... (n,) different ways.
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Ejemplo:
Siun alumno tiene 2 camisas y 4 corbatas, entonces se tienen (2) ® (4)= 8 formas de escoger una
camisa y una corbata.

Un diagrama de arbol sirve para mostrar este principio:

T 1
T, )
13
3
S, T,
4
T 5
LSTZ
T, ¢
Ty
7
14
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Permutaciones
Un arreglo ordenado de r objetos distintos se denomina permutacion.

El numero de formas de ordenar (0 de escoger) n objetos N P
distintos tomados r a la vez, esta designado por la notacion: r O nFr

Sin restitucion ;de cuantas formas r objetos pueden ser escogidos de entre un conjunto de n objetos?

o Para escoger 1 objeto: hay n formas de escoger.
o Para escoger 2 objetos. hay n (n-1) formas de escoger.
o Para escogerr objetos: hay n(n-1)...(n-r+1) formas
o La eleccion se realiza sin reemplazo (sin restitucion).
o Elorden de los arreglos es importante: abc es una permutauon diferente de bca. m
o Por ejemplo, las “combinaciones” de un candado son “permutaciones”.

Entonces, el niUmero de permutaciones de n objetos tomando r a la vez:

"=pn—-1)n-=2)--(n—r+1)

y =nn—1)(n—=2)---(n—r +1)Ez::;: - (n }i!r)!
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Ejemplo 33:

¢,Cuantas permutaciones se pueden obtener con las letras A, B, C, D, E, F, G, al tomar arreglos de
a) De2letras

b) De 3letras
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Ejemplo 34:

En un sorteo, los nombres de 3 empleados se obtienen seleccionando aleatoriamente y sin
restitucion, de una urna que contiene los nombres de 30 empleados. La persona cuyo nombre sea
sacado primero recibe SA y aquellos cuyos nombres se saquen en segundo y tercero recibiran SBy
SC, respectivamente. Determina:

a) nyr

b) ElnUmero de arreglos ordenados que se pueden obtener en el sorteo.



Ejemplo 35:

Se tiene a 10 personas para ser acomodados en una fila con cuatro asientos.
Determina

ajnyr

b) De cuantas formas se podrian asignar los lugares



Ejemplo 36:

Un estudiante tiene un conjunto de libros, los cuales son todos diferentes:

4 de matematicas, 6 de Fisica y 2 de Quimica.

Si se desea colocarlos todos en UNA SOLA fila de un librero, de cuantas maneras diferentes se
podrian acomodar tal que:

a) Los libros de cada tema permanezcan juntos.

b) Solo los de matematicas queden juntos.



Combinaciones

El numero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez es el numero de subconjuntos, cada uno de
tamario r, que se pueden formar a partir de los n objetos. Este numero estara denotado por

ol

r

n !

n\ _ en P’ n!
g ! A —r)!
r r! r'(n —r)!

*La eleccion es sin restitucion

*El orden para escoger a los r objetos no es importante.

*El orden del contenido de los subconjuntos no es importante: abc es igual a bca.
*Dos combinaciones son diferentes solo si los contenidos son diferentes..
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Ejemplo 37:
Determina el numero de formas de integrar una comision de 5 personas de entre un grupo de 20 ejecutivos.



Ejemplo 38:

De entre un grupo de 5 matematicos y 7 fisicos, se debe integrar una comision formada por 2 matematicos y 3
fisicos. De cuantas formas se podria hacer lo anterior si:

a) Se toma en cuenta a las 12 personas,

b) Un fisico en particular DEBE ser incluido en la comision.

c) 2 matematicos en particular NO DEBEN formar parte del comité.



LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Esta distribucion fue elaborada por Jacobo Bernoulliy es aplicable a un gran nimero de problemas como:
o- Juegos de azar

o- Control de calidad de un producto

o- En educacion

o- En las finanzas.

La distribucion binomial posee las siguientes propiedades:

1.- El espacio muestral contiene n ensayos idénticos..

2.- Cada observacion se puede clasificar en una de dos categorias conocidas como éxito E o fracaso E', las
cuales son mutuamente excluyentes es decir E N E'=0.

3.- Las probabilidades de éxito es py de fracaso es g =1 —p.

4.- El resultado de cualquier observacion es independiente del resultado de cualquier otra observacion.



Ejemplos:
« Lanzamiento de una moneda.
» Recepcion de “1” 0 “0” en un flujo de bits.

PROCEDIMIENTO: Realizar o repetir n veces el experimento y determinar la probabilidad con la que
el evento de interés E ocurre r veces.

La probabilidad de que el evento E ocurra r veces en cualquier orden en n ensayos independientes,
esta dada por la formula binomial:

P(r,n,p) = ()P o

donde:
p = Probabilidad de éxito.
g = Probabilidad de fracaso
r= NUumero de ocurrencias del evento E
n = NUmero de ensayos efectuados

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL Y DE DISPERSION:
m=np
Var=npq
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Ejemplo 40:

Una cancion popular la ha esuchado el 90% de la poblacion. De un grupo de 12 alumnos, determina
a) n,pya.

b) El parametro ry la probabilidad de que la hayan visto 4 de ellos

c) La probabilidad de que la hayan visto un maximo de 2 de ellos.



Ejemplo 41:
Si se lanza 4 veces una moneda honesta, sea el numero resultante de “aguilas” la variable A.
Determina la probabilidad del “nimero de aguilas que caen."

datos:

n =4 ensayos.

P=0.5, probabilidad de éxito en un ensayo.

g=1-p=0.5

x=0,1,2,3,4

S ={lanzar 4 veces la moneda}

A = {numero de aguilas que caen}

a) r=0, cero aguilas

b) r=1, un aguila

c) r=3, tres aguilas



LA DISTRIBUCION DE POISSON

Se emplea para calcular las probabilidades asociadas a una variable aleatoria discreta respecto a un intervalo continuo
de tiempo o espacio (m, m?, kg, litros, etc). Debe existir independencia en la ocurrencia de eventos.

Algunos de los problemas que presentan distribucion de Poisson son: /(@)
e Autos que utilizan el 2do piso entre las 7 y 9am.. 0.3+
* Numero de llamadas realizas en CU por hora en un dia cualquiera. °© 0
* Numero de defectos por m? en una tela. 0.2+ - - . A =2
* Numero de defectos de un proceso de produccion en un lote. |
* Numero de negocios cerrados por semana. 0.1+ = 1 o
e Personas que se forma en un cajero automatico entre 10y 11am de un dia S,
cualquiera. — O s
1 2 3 4 5 6 7 8

Sea un proceso de Poisson con parametro A , observado en un intervalo S de tiempo. K es el nimero de eventos que se
analizan, siendo X la v. a. de Poisson. La funcion de distribucion es

o (AS)
p(X <K)=F(K;4s)= g Z( k!) u(x—k)

Tal que
p(X = K) = [(As) e ]/K!

Siendo E[X]= Var[X]= A ¢ Como se interpreta E[X]= A ?



Ejemp. 42: El conmutador de una aseguradora a nivel nacional recibe en promedio 5 llamadas por hora,
reportando autos siniestrados.

¢,Cual es la probabilidad de que en una hora seleccionada aleatoriamente se reciba?
a) Ninguna llamada
b) Exactamente 3 llamadas ¢Como se interpreta E[X]= A ?

c) No mas de 3 llamadas.
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DISTRIBUCION EXPONENCIAL
X ~ exp(A),

Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion exponencial con
parametro A > 0, cuando su funcion de densidad es

Ae ™M six >0,
flx) = .

0 stz < 0.
Tal que
E(X) = 1/A
Var(X) = 1/A?

IMPORTANTE:
Si una variable aleatoria sigue una distribucion de Poisson discreta,
el tiempo_entre ocurrencia de eventos tiene una distribucion exponencial
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¢ Diferencia entre los valores esperados de las distribuciones Poisson y exponencial?

Ejemplo 43. El nUmero de accesos a una pagina de red social sigue una distribuciéon de Poisson. A lo largo

del dia los usuarios se conectan un gran numero de veces. El tiempo promedio que los usuarios
permanecen conectados es de 5 minutos. Calcula |la probabilidad de que un usuario cualquiera

permanezca conectado a la pagina por un tiempo de:
a) menos de un minuto.
b) mas de una hora (60 minutos).

Nota: Realiza los calculos en minutos

A=7?
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4= Variables aleatorias multiples

Un vector aleatorio de dimension dos es un vector de la forma (X, Y ) en donde cada coordenada es una variable
aleatoria. De manera semejante se pueden tener vectores aleatorios multidimensionales (X1, . .. ,Xn). Un vector
aleatorio es discreto, o continuo, si las todas las variables aleatorias que lo conforman lo son.

a) f(z,y) 2 0. T

b) /OO foo Flz,y)dedy =1

Ejemp. 1

flz,y) = { b_ad—o Se<r<be<y<d
0 otro caso,
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Funcion de densidad conjunta bivariante f (y,, y,)

P@al<Y1<a2 b1<Y2<b2)esel
volumen sombreado y es igual a

b2 a
[ ronmanan
b] aj

f(ys Yo
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Caso continuo:

flz,y) =

82
Ox Oy

Fly) @)= [ T flany)dy

En general:

f(a:l):/O;/Z f(x1,...,xp)dxy - dxy,

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS.

Sean Xy, . .. ,Xn variables aleatorias con distribucion conjunta F(x;, . . .

marginales F(x,), ..., F(x,).
Se dice que estas variables son independientes si para toda x;, ..., X, se cumple:

.....

Caso discreto:

flz)=> flxz,y)

, X,,), y con respectivas distribuciones
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Para calcular el valor esperado marginal:

0

a) Cuando se tiene la funcidn de densidad marginal E(Y1) = f yif1(y1) dy,

—00

vif(y1, y2) dy, dy,

= [_ Vi [f_ f(yi, y2) d)b] dy,

Ejemp. 50: Sea Y1y Y2 que tienen una densidad conjunta dada por

2vi, 0=y, =1,0=y, =1
fyi, y2) = { . o= 2

0, en cualquier otro punto.

b) Cuando se tiene la funcion de densidad conjunta E(Y)) = foo /OO

Determina E[Y1]

66



Seag(Y, VY, ..., Y,J)unafuncion de las variables aleatorias Y, Y,, ..., Y, que tienen funcion de
probabilidad conjunta p(y, v, ..., y.). El valor esperado de g(Y,, Y,, ..., Y,) es

Caso continuo
E[g(Yl,Yz,...,Yk>]=[_ f_ f_ ey, v ) SOV Yoo ooy Y1) dyy dy, ... dy,

Caso discreto

E[g(Y1, Yo, ..., YOI =D = > > g1y ¥asee s YOP(VL Y2 v s Vi)

today;, today, today

Sean Y,y Y, variables aleatorias independientes y sean g(Y;) y h(Y,) funciones de
Y,y Y, respectivamente. Entonces

Elg(Y1)h(Y>)] = E[g(YD)IE[h(Y>)]
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Ejemp. 51: Considera que Y1 y Y2 tienen una densidad conjunta dada por

2yi, 0=y, =1,0=<y, =1
SO y2) = { 0, en cualquier otro punto
Determina E[Y,Y,].
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Covarianza de dos variables aleatorias

¢ Dependencia entre variables aleatorias?

Cov(Yy, Ys) = E[(Y; — w) (Y2 — uo)] o

Cuanto mayor sea la covarianza , mayor sera la dependencia lineal ., °
entre Y1y Y2. o

o Covarianza positiva indica que Y1 aumenta cuando Y2 aumenta; o

o Covarianza negativa indica que Y7 disminuye cuando Y2 I |
aumenta. My 71

o Un valor cero de covarianza indica que las variables no estan
correlacionadas y que no hay dependencia lineal entre Y1y Y2.

_ E[(X— ) (Y= py)]

OxOy

Cov(X, )

,—1< p<s1
JVar(X)Var(Y)

Coeficiente de correlacion Pxy =

COV(YI, Yz) =0

Si Y1y Y2 son variables aleatorias independientes, entonces

[Las variables aleatorias independientes no estan correlacionadas linealmente

69



Dos v.a. X e Y son consideradas conjuntamente Gaussianas si su funcion de densidad conjunta es:

—2pX +
1 5'¢ Ox Oy Oy
f)(’ Y(xay) = eXp -

2 2(1-p?%
200y [1=pyy ( pXY)

- (x— 1)
) = [ fy ey = —= exp[—x X

Las funciones marginales

también deben ser Gaussianas: o (y— ﬂy)z
fy0) = [ iy y)de = exp( j

La correlacion entre dos variables aleatorias es Ry y = E[XY] = ”xny’ y(x, y)dxdy
Cov(X,Y) = RX, Yy~ HxHy

Dos variables aleatorias con correlacion cero se dice que son ortogonales.

70



La funcion de densidad Gaussian de un vector de N v. a., , con un vector de media u vy
matriz de covarianza Cyy €s

I Te-l
F(x) = expl L (x — ) T Co(x — 2y)
Y JemVde(Cyy) N 2
_ o7 o 0_
Tal que uy = 11 and Cyy = I e
Ho PO 0y O'%
or 0 ... 0
Cuando las variables )
. ) _ _ 10 o5... 0
no estan correlacionadas: Cyy




Cuando las variables no estan correlacionadas:

N — N2 N
1 | X, — My, 1 (x,,
3() = o) 43 (2] - [ e
J(Zﬂ)NG%J%...GJ% 2n:1 O I v Jor

En el caso Gaussiano: no correlacion <mmmm) independencia
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fy v(X, )

N\ =
W\

iy
ey

RONAX) \
I OXKKOEXXEATIIIINR
AR XKAX XX
Y

R

Funcidn conjunta Gussiana
mx=my=0, y %=1



Teorema del limite central

Let X1, X, ... ,X.be a sequence of mutually independent and identically distributed random
variables each of which has a finite mean pxand variance o, Let

S, = X1 +X2 +-+Xn

Los parametros de S, son: S_n = E[S n] =Ny

ng — nU%(
Converting Sito a standard normal random variable 7, — Sn— Sn _ Spn — RULY _ Sp — Ny
(zero mean and variance = 1) we obtain: os, o2 Oy \/ﬁ

Then the central limit theorem states that if F,,(z) is the CDF of Z, then

2
lim Fz (z)= lim P[Z, < 7] f e 1 du = d(z)
Fl— 00 Fl— GO0 ,..-"
This means that (lim Z,=N(0;1)

nN— 0

The central limit theorem states that for large n the distribution of S, is approximately normal, regardless of the
form of the distribution of the X,.
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5. Procesos estocasticos

Templates
Speaker 1 Speaker 2 Speaker 3 Speaker 4
(male) (male) (female) (child)
Vocabulary
Hello ‘*—
Yes %—
Bye *

Variations in speech templates for different speakers



The concept of a random process allows us to study systems involving signals which are not entirely
predictable. These random signals play fundamental roles in the fields of communications, signal processing,
and control systems, and many other engineering disciplines.

Examples of random processes include the population growth, the failure of a piece of equipment, the
price of a network technology over time, and the number of cellular phone calls that arrive at a radio base
station.

The concept of random processes enlarges the random variable concept to include time. Thus, instead of
thinking of a random variable X that maps an event s € S, where S is the sample space, to some number x(s),
we think of how the random variable maps the event to different numbers at different times.

This implies that instead of the number x(s) we deal with X(t, s), where t € Tand Tis usually a set of times.

Definition: A random process is a function of the elements of a sample space, S, as well as
another independent variable, .t . Given an experiment, E, with sample space, S, the random
process, X(t), maps each possible outcome, ¢ € S, to a function of t, x(t, {) as specified by some
rule.



If we fix t, we have a function X(s) that depends only on s and thus is a random variable. Thus, a random
process becomes a random variable when time is fixed at some particular value. With many values of t we
obtain a collection of random variables. Thus, we can define a random process as a family of random
variables {X(t, s) | t € T, s € S} defined over a given probability space and indexed by the time parameter .

Consider a communication system example. Assume we have a set of possible messages that can be
transmitted over a channel. The set of possible messages then constitutes our sample space. For each
message M generated by our source, we transmit an associated waveform X(t, s) over the channel. The
channel is not perfect; it selectively adds a noise waveform N(t, s) to the original waveform so that what is
seen at the receiver is a random signal R(t, s) that is the sum of the transmitted waveform and the noise

waveform. That is,

R(t, s) = X(t, s)*N(t, s)



R(t, s) = X(t, s)+N(t, s)
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Because the noise
waveform is
probabilistically selected
by the channel, different
noise waveforms can be
associated not only with
the same transmitted
waveform

but also with different
transmitted waveforms.
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Caracterizacion de un proceso aleatorio

Por simplicidad en la notacion X(t, s) se denota como X(t).
Un proceso aleatorio p.a. queda completamente descrito por su funcidn de distribucion, tal que el valor del p.a. X(t)
en el tiempo t; es X(ti) es una variable aleatoria.

Proceso aleatorio de primer orden: Fylxs, t) = Fylxq) = PIX(t;) < X1;
4 B b) = Flxy) = PIX(t) < x;

- X(an tn = FX(Xn) = P[X(tn = Xn: Donde 0 < ti< t:< -+ < 1.

g

Proceso aleatorio de n orden: Fx(Xy, Xz, ..., Xop B, T, .., 1) = PIX(t) € X, X(t2) £ Xz, ..., X(t) € X0]

_ fX(xl,XQ,...,xn;tl,fz,...,[n): Y

FX(X1,X2,...,JC b,y ly)
dX10Xx7...3X, " "

v n
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The mean function of a random process is simply the expected value of the process.
For continuous time processes, this is written as

(1) = E[X(D] = [fylxs)de

Ejemp: Consider a sinusoidal random process where X(t )= Asin(w,t) and Ais a
uniform random variable over . In this case,
u(t) = E[X(2)] = E[Asin(w,1)]

= E[A]sin(w,t)

= % sin( @, ?)
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Autocorrelacion entre dos muestras de datos, observadas en instantes diferentes:

o0 00

Ryx(t), 1)) = E[X(1))X(2,)] = J _[ X1 Xy x,(X1> Xp3ty, 1) dx; dx,
Rux(t, ) = ELX?(0)]

* The autocorrelation function describes the relationship between two samples of a random process.

« This correlation will depend on when the samples are taken; thus, the autocorrelation function is, in general, a
function of two time variables.

* Quite often we are interested in how the correlation between two samples depends on how far apart the samples
are spaced.

The crosscorrelation function essentially measures how similar two different processes (or signals) are when one of
them is shifted in time relative to the other

Ryt t) = EIX(t)) Y(L))]



Basically the autocorrelation function defines how much a signal is similar to a time-shifted version of itself.

To explicitly draw out this relationship, define a time difference variable, t= t, - t, , and the autocorrelation function
can then be expressed as

Ry (1, t+ 7) = E[X($)X(2+ 7)]

X(t) y Y(t) son procesos ortogonalessi  Ryy(t, §) =0, V tys.
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The autocovariance function of the random process X(t) is another quantitative measure of the statistical
coupling between X(t,) and X{t,).

The autocovariance function, Cyy, of a continuous time random process, X(t), is defined as the covariance of
X(ty), and X(t,) :

CXX(Ith) = COV(X(tl),X(Z‘z)) = E[(X(tl)_ﬂX(tl))(X(tg)_ﬂX(tz))]

Al emplear la autocorrelacion:
Cxx(11>15) = Ryx(ty, 15) = py(2)) 1y(25)
Ejemp. The autocovariance function is helpful when studying random processes which can be represented as

the sum of a deterministic signal, s(t), plus a statistically independent zero-mean noise process, N(t).
If Xt=s(t)+ N(t) , then the autocorrelation function of X(t) is

Ry (21, t5) = E[(s(2)) + N(2,))(s(1y) + N(15))] = s(2,)s(2,) + Ryn(21, 15)
the autocovariance function is
Cxx(t1: 1)) = Ryy(t), ;) =5(2)s(ty) = Ryp(11, 1) = Cynlty, 1))

Therefore, the autocovariance function allows us to isolate the noise which is the source of randomness
in the process. 83




La independencia entre X(t,) y X(t,) ¢como afecta la autocovarianza ?
Cxx(ty5 1) = Ryx(ty, 15) — py(1) ) iy (25)
Si X(t,) y X(t,) son independientes, ¢ la covarianza es?
Cux(ty, 1)=0

Por lo que: 0= Ryy(ty, tp)= Mx(ty)Hx(ty)

* Ryx(ty, t)= Hx(t)ux(ty)

Cyx(ty ;)= 0 indica que no hay acoplamiento entre X(t,) y X(t,) y que por lo mismo, no
estan correlacionadas.
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Ejemp. 52: Sea el proceso aleatorio X(t) = Kcos wt ,
cont =0, donde w es una constante y K esta uniformemente distribuida entre 0y 2.

Determina:

(a) E[X(1)]
(b) La funcion de autocorrelacion de X(t)
(c) La funcion de autocovarianza de X(t)



Ejemp. 53: Sean los procesos aleatorios Y(t), X(t) y N(t). Dado que Y(t)= X(t) + N(t), donde N(t) es un ruido aleatorio y
existe independencia entre X(t) y N(t).
Determina la funcion de correlacion cruzada entre X(f) y Y(f).



Stationary and Ergodic Random Processes
The mean function and the autocorrelation (or autocovariance) function can provide information about the temporal
structure of a random process.

Definition: A continuous time random process X(t) is strict sense stationary (SSS) if the statistics of the
process are invariant to a shift in the time origin. Specifically, for any arbitrary time shift © and any integern > 1

le,XQ, ”_DXH(xl,xz, s X5l E) = le,Xz, __.,Xn(xl,xz, n Xttt T)

The PDF does not depend on t but is a function of T .

Definition: A random process is wide sense stationary (WSS) if the mean function and autocorrelation
function are invariant to a time shift. In particular, this implies that

py(t) = py = constant
Ry (t,t+7) = Ry (7) (function only of 7)

Many practical problems that we encounter require that we deal with only the mean and autocorrelation function
of a random process. Solutions to these problems are simplified if these quantities do not depend on absolute time.
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All strict sense stationary random processes are also WSS, provided that the mean and autocorrelation
function exist.

« The converse is not true. A WSS process does not necessarily need to be stationary in the strict sense.
« Aprocess which is not WSS is called non-stationary.



Ergodicidad

In order to calculate the mean or autocorrelation function of a random process, it is necessary to perform an

ensemble average.

o In many cases, this may not be possible as we may not be able to observe all realizations (or a large number of
realizations) of a random process.

o Infact, quite often we may be able to observe only a single realization. This would occur in situations where the
conditions of an experiment cannot be duplicated and therefore the experiment is not repeatable.

o Is it possible to calculate the mean and/or autocorrelation function from a single realization of a random
process?

Suppose a WSS random process X(t) has a mean p, . We are able to observe one realization of the random process, X(t),
and wish to try to determine i, from this realization. One obvious approach would be to calculate the time average of the
realization:

o1 f

If the two averages are the same, then we say that the random (x(7)) = lim — JI x(2)de
process is ergodic in the mean. ly = 0&lg *—,

Given a single realization, x(t), form the time-average R.(1) = (x(Dx(t+ 7)) = lim %Jl x(#)x(t+ 7)dt
autocorrelation function: ly = 0&lg ",

If R _.(7) = Ry (7)for any realization, , then the random process is said to be ergodic in the autocorrelation



Definition: A WSS random process is ergodic if ensemble averages involving the process can
be calculated using time averages of any realization of the process. Two limited forms of
ergodicity are:

e Ergodic in the mean - (x(?)) = E[X(?)],
e Ergodic in the autocorrelation - (x(#)x(¢+ 7)) = E[X(#)X(t+ 7)]
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